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АННОТАЦИЯ 

Изложены результаты оценки структурной связи, тождественности и взаимозаменяемости основных 

ассиметричных типов теоретических распределений, наиболее часто приемлемых для оценки 

распределений различных показателей в геологии и технике. Использован метод эмпирического анализа 

и статистических выводов с привлечением непараметрических фактов по закономерностям 

распределений. Выполнен анализ эмпирических результатов применения логнормального гамма- и 

распределения Вейбулла с привлечением обширных статистических данных из литературных и 

исследовательских источников. Раскрыты характерные особенности и статистические закономерности 

распределений присущих к ним, получены оценочные статистические выводы, по которым выявлены 

структурные связи между функциями логнормального, гамма- и распределения Вейбулла. Установлены 

тождественность и идентичность развития вероятностных частот при их применении, обобщен 

комплексированный геометрический «образ» асимметричности, свойственной к этим типам 

распределений. Структурные связи и взаимозаменяемость асимметричных типов распределений 

рекомендованы для повышения надежности и достоверности оценочного выбора распределения в 

условиях неопределенности и незначительности статистических данных при решении задач, связанных 

прогнозами, технологическими и компьютерными разработками. 

ANNOTATION 

Presented the results of evaluation of structural connection, identity and interchangeability of main 

asymmetric types of theoretical distributions most often acceptable for assessing the distributions of various 

indicators in geology and technology. The method of empirical analysis and statistical inference was used with the 

involvement of nonparametric facts according to the distribution patterns. The analysis of the empirical results of 

the application of the lognormal, gamma distribution and the Weibull distribution with the involvement of 

extensive statistical data from literary and research sources is carried out. The characteristic features and statistical 

regularities of distributions inherent to them are revealed, estimated statistical conclusions are obtained, according 

to which structural relationships between the functions of the lognormal, gamma and Weibull distributions are 

revealed. The identity and authenticity of the development of probabilistic frequencies in their application have 

been established, the complex geometric "image" of asymmetry inherent to these types of distributions is 

generalized. Structural relationships and interchangeability of asymmetric types of distributions are recommended 

to increase the reliability and credibility of the estimated choice of distribution in conditions of uncertainty and 

insignificance of statistical data when solving problems associated with forecasts, technological and computer 

developments. 

Ключевые слова: Тождественность, взаимозаменяемость, структурные связи, частоты, 

асимметричность, распределение, геопризнаки, технические величины, интенсивность, статистические 

выводы, ошибки. 

Key words: Identity, interchangeability, structural connections, frequencies, asymmetry, distribution, 

geoindicators, technical, technical quantities, intensity, failures, statistical inferences, errors. 

 

В горногеологических разработках почти 

всегда используются статистическое 

распределение изучаемого показателя. Однако 

выбор его конкретного вида часто сопровождаются 

скрытыми и грубыми ошибками, соответственно и 

значительными последствиями. Проблема оценки 

распределений геопризнаков и технических 

переменных широко изучена и освещены в 

литературных источниках, но недостаточно 

изучены структурные связи и взаимозаменяемость 

асимметричных типов теоретических 

распределений. 

Для исследования этой проблемной задачи 

использован метод эмпирического анализа и 

статистических выводов с привлечением 

результатов оценки распределений геопризнаков и 

технических переменных с применением основных 

асимметричных типов теоретических 

вероятностных законов для которых использованы 

данные из литературных и исследовательских 

источников [1-4]. В статье приведены результаты 

исследования структурной связи и 

тождественности структурных параметров 

логнормального, гамма- и распределения 

Вейбулла, наиболее частое применяемые при 

оценке эмпирических распределений 

геологических признаков и технических величин. 

Изучены условия их формирования с учетом 

свойственных к ним закономерностей развития 

вероятностных частот. В основу определения 

статистических закономерностей и выводов 

положены обобщенные композиционные 

инвариантные формы развития вероятностных 

частот по этим основным асимметричным 

распределениям. Закономерности 

формообразования вероятностных частот 

присущих к ним использованы как тождественные 

и взаимосвязанные непараметрические факты, 

отражающих основ обобщенной композиционной 

асимметричной формы распределения.  

Из аналитического изучения распределений 

разнообразным геопризнаков различных полезных 

ископаемых [1,2] вытекают, что характерные 

особенности присущих к ним сводится к 

следующим: 

Зависимость уровня асимметрии от 

коэффициентов вариации по различным 

теоретическим распределениям 

прямопропорциональная и выражается 

идентичными кривыми; Логнормальному, 

Вейбулла и гамма-распределениям присущи общая 

идентичная правоасимметричность 
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гиперболического характера развития частот, 

которая изменяется в зависимости от 

коэффициента вариации; при определенных 

значениях коэффициента вариации переменного 

эти распределения имеют близкую сходимость; 

однако несмотря на ряд попыток, направленных на 

установление связи параметров распределения с 

характеристикой изменчивости, эта проблемная 

задача остаются нерешенной. 

Тождественность, идентичность и 

взаимосвязанность логнормального, гамма- и 

Вейбулла распределений установлены по 

результатам оценки их функциональных 

(логарифмических) распределений, 

аксиоматических свойств характеристических 

(производящих) функций, взаимозаменяемости их 

при оценке эмпирических распределений 

содержаний компонентов различных руд, горной 

массы и частиц пыли.  

Идентичность описываемых ими различных 

процессов показателей накопления, усталостных 

повреждений и интенсивности отказов работы 

механизмов, интервалов времени между 

событиями, изучена с учетом сходимость их в 

конкретных значениях коэффициента вариации к 

симметричным распределениям; получена 

эмпирическое подтверждение тесной сходимости 

их функциональных распределений, идентичности 

форм и свойств их моделирующих и 

характеристических функции и энтропии. 

Тождественность их параметров, выведены исходя 

из обобщенного дифференциального уравнения 

линейной динамической модели, рассматриваемой, 

как общая функция плотности распределения. 

Для определения инвариантных форм 

развития вероятностных частот геопризнаков 

использованы результаты обобщенных 

непараметрических фактов, выявленных путем 

установления отдельных инвариантных форм 

развития вероятностей по логнормальному, 

показательному, гамма- и распределению 

Вейбулла. Использованы результаты анализа 

эмпирических распределений различных 

признаков по месторождениям черных, цветных и 

редких металлов с привлечением литературных и 

отчетных источников, по которым установлены 

характерные особенности и закономерности 

присущих к их распределениям [1, 2]. В результате 

выявлены ключевые статистические 

закономерности свойственных к распределениям 

геологических признаков: 

• геологические признаки, часто 

полиметаллических месторождений и показателей 

их отработки в основном описываются 

асимметричными распределениями, асимметрия 

чаще правая, очень реже левая (для бедных руд); 

асимметричные распределения часто описываются 

логнормальным распределением, и реже гамма- 

распределением и распределением Вейбулла; 

• распределения содержаний компонентов 

руд черных металлов и в массиве и добытой массе, 

выходы товарных и сырых руд, показатели их 

себестоимости близки к симметричным 

колоколообразным и может быть частично 

описаны распределением Вейбулла и 

Вероятностно-структурным распределением; при 

добыче происходит трансформация 

асимметричных распределений, которые и 

приводят к уменьшению величин асимметрии и 

эксцесса; трансформация также происходит за счет 

процессов усреднительной стабилизации качества 

руд при добыче; 

• распределения геологических признаков 

часто редкометальных и золоторудных 

месторождений в основном описываются крайне-

асимметрическими показательными 

распределениями; эти распределения часто 

описываются распределением Вейбулла и гамма- 

распределением; 

• Логнормальное, Вейбулла и гамма- 

распределения одновременно удовлетворительно 

описывают распределений кусков горной породы и 

частиц пыли по размерам при различных способах 

разрушения и дробления горных пород. 

Структурные связи присущих к 

рассматриваемым распределениям изучены исходя 

их приемлемости в области теории надежности. 

Аналитический вывод о структурной 

тождественности асимметричных типов 

распределений получен исходя из условий 

процессов накопления идентичных повреждений 

при работе механизмов с учетом процесса перехода 

из одного состояния в другое [3, 4]. Рассмотрим 

систему, в которой с течением времени происходит 

накопление і единичных повреждений к моменту 

времени Т, и которая имеет состояние Еі. 

Вероятность перехода Ек → Ек+1, за время 

∆Твычисляется по формуле: δ(Т)= λ∆Т+0(∆Т). 

Состояние системы характеризуется функциями 

{Рк(Т), к = 0,1, …}, тогда Рк – вероятность того, что 

к моменту Т система находится в состоянии Е, 

будет определятся по формуле: 

Рк(Т) =
(λТ)к

к!
е−λТ , к>0  (1) 

Вероятность того, что время безотказной 

работы τ не меньше, чем Т (т.е.  

Р{τ > Т =∑ Рк(Т)к=0 }) при τ<<Т равна: 

Рк{τ ≤ Т = 1 − ∑
(λТ)к

к!
е−λТ

к=0  (2) 

Полученная формула есть не что иное, как 

функция гамма- распределения. 

Вывод формулы распределения Вейбулла 

осуществляется из соотношения Рк(Т) =
(λТ)к

к!
е−λТ 

при условии, что число элементов цепной системы 

К велико. Установлено, что все функции 

распределения 𝐹𝑖(𝑡) таковы, что при Т→0 имеет 

место равенство: 𝐹𝑖(𝑡) = 𝑞𝑇𝛿 + 0(𝑇𝛿), где q>0 и 

δ>0. Это соотношение определяет порядок роста 

F(t) при малых значениях Т. При больших К 

функция распределения хорошо аппроксимируется 

выражением вида (𝛽 = 1/𝑞𝑘): 
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F(T)={1 − 𝑒
−

𝑇𝛿

𝛽 , если Т ≥ 0
0, если Т < 0 

 (3) 

Это есть функция распределения Вейбулла. 

Вывод логнормального распределения можно 

получить из вывода гамма- распределения. В этом 

случае способ вывода гамма- распределения 

допускает, что случайная величина имеет 

плотность нормального распределения. Средняя 

скорость износа механизма - М{ξ(t)}=
𝑎

1+𝑡
, 𝑎 > 0. 

Аналогично способа вывода гамма- распределения 

получим: 

Р {𝜏 ≤ Т = 𝐺(𝑇) =
1

√2𝜋𝜎2
 ∫ 𝑒

(𝑢−𝑐)2

2𝜎2 =Ф[
𝑎𝑙𝑛(1+𝑇)−𝑎

𝜎
]𝑎𝑙𝑛(1+𝑇)

−∞
  (4) 

Отсюда плотность логнормального 

распределения: 

𝑞(Т) = {
1

√2𝜋𝜎2
𝑒

[𝑇𝑎𝑙𝑛(1+𝑇)−𝑐]2

2𝜎2 ∙
𝑎

1+𝑇 , если Т ≥ −1; если Т < −1  (5) 

При 1+Т=Т и a=1 получим общую формулу 

функции плотности логнормального 

распределения (Т≥0, Т<0). 

Логнормальное, Вейбулла и гамма- 

распределения переплетаются и становятся 

взаимозаменяемыми при оценке эмпирического 

распределения показателя интенсивности отказов 

механизмов во время их работы. Этот показатель 

является важным параметром в теории надежности 

машин [2, 3]. Различные проявления интенсивности 

отказов описываются разными функциями λ(t) 

(T≥0) и им соответствуют обобщенная модель 

распределения времени безотказной работы 

механизма: 

𝐹(𝑇) = 1 − 𝑒𝑥𝑝 (− ∫ 𝜆(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
)  (6) 

Функция интенсивности отказов может 

принимать различные значения и соответственно 

характеризовать периоды: переработки, 

нормальной эксплуатации и старения. 

Рассмотрим частные случаи [3]: 

При λ(t)=const, имеем:  

𝐹(𝑇) = 1 − 𝑒∫ 𝜆𝑑𝑡
𝑇

0 ≈ 1 − 𝑒𝜆𝑑𝑡 ≈ 1 − 𝑒𝜆𝑇 . 
Полученная функция показательного 

распределения; 

При λ(t)=
𝜆𝑟𝑇𝑟−1

(𝑟−1)!+
(𝑟−1)2

1!
𝜆𝑇+⋯+(𝜆𝑇)𝑟−1

 из решения 

получаем гамма- распределение. При увеличении Т 

монотонно растет значение λ(t). 

При r→∞ последнее выражение 

асимметрически дает нормальное распределение. В 

этом случае, в отличие от гамма- распределения, 

λ(t) →∞ при Т→∞. 

При λ(t)=δ
𝑡𝛿−1

𝛽
, получим распределение 

Вейбулла. 

По схеме накапливающих повреждений, если 

вероятность единичного повреждения задана в виде 

, λ(Т)=
𝜆

1+Т
∆Т + 0(∆Т), получим логнормальное 

распределение λ(Т)=
(𝑙𝑛𝑡−𝑎)2

√8𝜋𝜎3
/ [1 − Ф(

𝑙𝑛𝑡−𝑎

𝜎
)]. 

Логнормальное, распределение Вейбулла и 

гамма- распределения можно также оценить путем 

определения их функциональных 

логарифмических функции распредлений значений 

логарифмов переменных. Тесная связь и 

идентичность этих распределений по существу и 

форме кривых изменений вероятностей 

установлена по исследованиям безотказной работы 

и усталостной долговечности механизмов и машин. 

Вывод логарифического (функционального) гамма- 

распределения осуществляется как и вывод самой 

формулы гамма- распределения, предположив, что 

за время Т+∆Т система, получив единичное 

повреждение с вероятностью δ(Т) и накопив φ 

повреждений, будет иметь отказ [3]. Вероятность 

единичного повреждения равна:  

δ(Т)=
𝑎𝜆

1+𝑇
∆𝑇 + 0(∆𝑇). После ряда преобразований 

получим: 𝑃𝑘(𝑇) =
[𝑎𝜆ln (1+𝑇)]𝑘−𝑎𝜆ln (1+𝑇)

𝑘!
𝑒, 𝑘 ≥ 0. 

Здесь вместо λТ принято ∫
𝑎𝜆

1+𝑡
= 𝑎𝜆 ln(1 + 𝑇) ,

Т

0
 

оттуда будем иметь: F{T≤T}=1-∑ 𝑃𝑘(𝑇).𝑘=0  

Логарифмическое гамма- распределение 

получается с помощью введения переменной 

монотонной функции u=u(t) в соответствии из Ц(t). 

Используя свойство монотонности функции 

получим плотность логарифмического гамма- 

распределения: 

𝜑(𝑡) = {
1

1

𝑟(𝑟)
𝜆2𝑎2⟦𝑙𝑛(1 + 𝑇)𝑟−1⟧𝑒−𝜆𝑎𝑙𝑛(1+𝑇) 1

1+𝑇
, если Т ≥ 0

0, если Т < 0 
  (7) 

Вывод логарифмического распределения 

Вейбулла вытекает как следствие из 

логарифмического гамма- распределения, из 

соотношения 

𝐹𝑖(𝑇) = 𝑢𝛿(𝑇) + 0[𝑢𝛿(𝑇)]  (8) 

где lim u(T)=0 при Т→0, 𝐹𝑖(𝑇) − 

логарифмическое гамма- распределение.  
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Математическое ожидание скорости износа 

задается равенством: 

М{𝜉(𝑡)} =
1

1+𝑡
.  (9) 

Тогда согласно формулам логарифмического 

гамма-распределения, функция 𝐹𝑖(𝑇) времени 

безотказной работы выразится формулой 

𝐹𝑖(𝑇) = ∑
[𝜆ln (1+𝑇)]

𝑚!
𝑒−𝜆ln (1+𝑇)∞

𝑚=2   (10) 

При Т→0, 𝐹𝑖(𝑇) ≈
[𝜆ln (1+𝑇)]

𝑟!
. Тем самым (Т) 

задается равенством: u(T)=Cln(1+T), а в роли 

показателя степени δ выступает r. Тогда доказано, 

что если δ велико, то функция распределения 

времени безотказной работы цепной системы 

хорошо аппроксимируется выражением вида: 

F(T)={1 − 𝑒
−

⟦ln(1+𝑇)⟧𝛿

𝛽 , если 𝑇 ≥ 0
0, если Т < 0

 ,  (11) 

которое является функцией логарифмического 

распределения Вейбулла.  

Таким образом, доказана тождественность, 

идентичность и взаимосвязанность в определенных 

условиях этих трех распределений. 

Тождественность логарифмического, гамма- и 

распределения Вейбулла вытекает также из 

свойства их сходимости с нормальными 

распределениями [1,2,4]. Установлено, что кривая 

логарифмического нормального распределения при 

малом значении стандарта σ становится близкой к 

нормальной [4]. Логнормальное распределение, как 

непосредственное преобразование нормального, 

есть распределение случайной величины, логарифм 

которой распределен нормально. При значениях 

вариации около 30% (m>3) распределение 

Вейбулла по форме кривой плотности совпадает с 

нормальным распределением. Гамма- 

распределение, как обобщенная форма 𝜆2-

распределения, является композиционным 

распределением независимых случайных величин, 

имеющих одно и то же нормальное распределение 

с параметрами: а=0, σ=1. Гамма- распределение, 

аналогично логнормальному распределению, 

является некоторым преобразованием 

нормального. Переход от гамма-распределения к 

нормальному физически обосновывается, если 

реализация износа длительное время идет 

переплетаясь друг с другом прежде, чем наступит 

отказ. Близкая сходимость нормального и гамма-

распределений показываются также с помощью 

выравнивая их на вероятностной бумаге. 

Приведенные результаты аналитического 

исследования доказывают наличии тесной 

структурной связи и взаимозаменяемость 

логарифмического, Вейбулла и гамма- 

распределении, которые имеют устойчивость 

генетичнообразный характер. 

Выводы 

Обоснован статистический вывод о 

свойственности структурной связи 

взаимозаменяемости к асимметричным типам 

теоретических распределений, которые 

рекомендуются использовать для повышения 

достоверности и надежности результатов оценки 

распределений показателей при решении задач 

прогноза, обоснования технологических и 

компьютерных разработок. 

Свойства тождественности, идентичности, 

взаимозаменяемости присущих к логнормальному, 

гамма- и распределений Вейбулла при 

соответствующей аналитической модификации 

может быть использованы к устранению риска 

допустить скрытых и грубых ошибок в условиях 

неопределенности и незначительности 

статистических данных экономическое 

последствие которые бывают огромными. 
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