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стримера рассматривать вероятностный процесс 

нахождения или создания в газовой среде счетчика 

свободного или «затравочного» электрона. Оба эти 

условия выполняются при перпендикулярном 

облучении анодной проволоки счетчика, когда 

«работает» колонная рекомбинация и стример 

«помнит» направление облучения в отсутствие 

фотонной и ионной бомбардировки катода. При 

достижении напряжения на счетчике, равного U0 , 

происходит образование коронного разряда за счет 

фотонной и ионной обратной связи, так что все 

импульсы приобретают одинаковую величину. 
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АННОТАЦИЯ 

Получено выражение для спектральной плотности мощности сигналов с M-ичной частотной 

манипуляцией при целом значении индекса модуляции 
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The expression for power spectral density of M-ary frequency shift keying signals with integer modulation 

index is obtained. 
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Equation Section 1 

 

Сигнал с M-ичной частотной манипуляцией 

(МЧМ) на интервале времени 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 

определяется выражением 

𝑢𝑖(𝑡) = 𝑈0 𝑐𝑜𝑠( 𝜔𝑖𝑡 + 𝜑0),  (1) 

где 𝑈0, и 𝜑0 – амплитуда и мгновенная 

начальная фаза сигнала соответственно; T – 

длительность элемента сигнала; 

𝜔𝑖 = 𝜔0 + 𝛼𝑖𝜔𝑑  (2) 

– мгновенная частота сигнала, 

соответствующая передаче комбинации  

𝜷𝑖 = (𝛽𝑖1𝛽𝑖2 … 𝛽𝑖𝑚) из 𝑚 = 𝑙𝑜𝑔2 𝑀 

информационных двоичных символов; 𝑀 = 2𝑚 при 

m = 1, 2, …; 𝜔0 и 𝜔𝑑 – средняя (несущая) частота и 

девиация частоты соответственно; 

𝛼𝑖 = 2𝑖 − (𝑀 + 1)  (3) 

– величина M-ичного символа, отвечающая 

комбинации 𝜷𝑖 при i = 1, 2, …, M;  

Девиация частоты 𝜔𝑑 связана с разносом 

частот 

𝛥𝜔 = |𝜔𝑖 − 𝜔𝑖+1|, i = 1, 2, …, 𝑀 − 1  (4) 

равенством 

𝜔𝑑 =
𝛥𝜔

2
,  (5) 

а индекс модуляции задается формулой 

𝛽 =
𝜔𝑑

𝜋
𝑇.  (6) 

На бесконечном интервале времени сигнал с 

МЧМ имеет вид 
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𝑢ЧМ(𝑡) = 𝑈0 𝑐𝑜𝑠 [𝜔0𝑡 + 2𝜋𝛽 ∑ 𝑎𝑘 ∫ 𝑔𝑓(𝑡 − 𝑘𝑇)𝑑𝑡
𝑡

−∞
∞
𝑘=−∞ + 𝜑0],  (7) 

где 𝑎𝑘 – символы кодирующей 

последовательности {𝑎𝑘}, при i = 1, 2, …, M 

принимающие значения (3); 

𝑔𝑓(𝑡) = {
1

2𝑇
при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

0при 𝑡 < 0, 𝑡 > 𝑇
  (8) 

– прямоугольный частотный импульс, 

отражающий закон изменения частоты сигнала при 

изменении символа 𝑎𝑘 и удовлетворяющий 

условию нормировки ∫ 𝑔𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞
=

1

2
. 

Манипулирующий сигнал с многоуровневой 

импульсной модуляцией 

𝑠(𝑡) = ∑ 𝑎𝑘𝑔(𝑡 − 𝑘𝑇)∞
𝑘=−∞ ,  

где 

𝑔(𝑡) = {
1 при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,
0 при 𝑡 < 0, 𝑡 > 𝑇

  

прямоугольный видеоимпульс с единичной 

амплитудой и длительностью T и МЧМ сигнал (7), 

(8) при M = 4 и β = 1 показаны на рис. 1. 

 

 
 

В предположении, что манипулирующая 

последовательность {𝑎𝑘} представляет собой 

стационарную в широком смысле 

последовательность равновероятных 

некоррелированных символов с нулевым 

математическим ожиданием и единичной 

дисперсией, а мгновенная начальная фаза 𝜑0 

сигнала (7) представляет собой не зависящую от 

последовательности{𝑎𝑘} случайную величину с 

равномерной плотностью распределения 

вероятностей 

𝑓(𝜑0) = {

1

2𝜋
при |𝜑0| ≤ 𝜋,

0при |𝜑0| > 𝜋,
  

в [2] получено следующее выражение для 

спектральной плотности мощности (СПМ) сигнала 

с МЧМ: 

𝑅МЧМ
+ (𝑓) =

𝑈0
2𝑇

2𝑀
[∑ 𝑆𝑖

2(𝑓)𝑀
𝑖=1 +

2

𝑀
∑ ∑ 𝐶𝑖𝑘(𝑓)𝑆𝑖(𝑓)𝑆𝑘(𝑓)𝑀

𝑘=1
𝑀
𝑖=1 ],  (9) 

где 

𝑆𝑖(𝑓) =
𝑠𝑖𝑛 𝜋[(𝑓−𝑓0)𝑇−(2𝑖−1−𝑀)𝛽/2]

𝜋[(𝑓−𝑓0)𝑇−(2𝑖−1−𝑀)𝛽/2]
;  (10) 

𝐶𝑖𝑘(𝑓) =
𝑐𝑜𝑠[2𝜋(𝑓−𝑓0)𝑇−𝜈𝑖𝑘]−𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝜈𝑖𝑘

1+𝛾2−2𝛾 𝑐𝑜𝑠 2𝜋(𝑓−𝑓0)𝑇
;  (11) 

𝜈𝑖𝑘 = 𝜋𝛽(𝑖 + 𝑘 − 1 − 𝑀);  (12) 

𝛾 =
𝑠𝑖𝑛 𝑀𝜋𝛽

𝑀 𝑠𝑖𝑛 𝜋𝛽
.  (13) 
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Рис. 1. Манипулирующий сигнал (а), МЧМ сигнал (б) при M = 4 и β = 1 
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В [1–4] указано, что определяемая формулами 

(9)–(13) односторонняя СПМ сигнала с МЧМ при 

дробных значениях индекса модуляции 

непрерывна, а при целых β – содержит дискретные 

составляющие (дельта-функции) на частотах (2). 

Однако содержащее дельта-функции явное 

выражение для СПМ в этом важном частном случае 

в [1–4] не приводится. Возможно, именно поэтому 

в [1, 3] отсутствуют графики СПМ сигналов с МЧМ 

при целых значениями индекса модуляции β. 

Известно [1, 3], что при M-ичной манипуляции 

без памяти, когда элементы 𝑢𝑖(𝑡) 

манипулированного сигнала 𝑢(𝑡) =
𝑅𝑒[𝑣̇(𝑡) 𝑒𝑥𝑝(𝑗𝜔0𝑡)] передаются с вероятностями 𝑝𝑖  

при i = 1, 2, …, M, СПМ его комплексной 

огибающей 𝑣̇(𝑡) задается формулой 

𝑅𝑣̇(𝑓) =
1

𝑇2
∑ |∑ 𝑝𝑖𝑉̇𝑖(𝑛/𝑇)

𝑀

𝑖=1

|

2

𝛿(𝑓 − 𝑛/𝑇)

∞

𝑛=−∞

+ 

+
1

𝑇
∑ 𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑖)|𝑉̇𝑖(𝑓)|

2𝑀
𝑖=1 −

2

𝑇
∑ ∑ 𝑝𝑖𝑝𝑘 𝑅𝑒[𝑉̇𝑖(𝑓)𝑉̇𝑘

∗(𝑓)]𝑀
𝑘=1

𝑀
𝑖=1
𝑖<𝑘

,  (14) 

где 𝑉̇𝑖(𝑓) – спектр комплексной огибающей 

𝑣̇𝑖(𝑡) элемента 𝑢𝑖(𝑡). 

Комплексная огибающая сигнала (1) в 

соответствии с (6), (3), (2) имеет вид  

𝑣̇𝑖(𝑡) = 𝑈0 𝑒𝑥𝑝[𝑗(𝛼𝑖𝜔𝑑𝑡 + 𝜑0)], 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇  

или 

𝑣̇𝑖(𝑡) = 𝑈0 𝑒𝑥𝑝[𝑗𝜋(2𝑖 − 1 − 𝑀)𝛽𝑡/𝑇 + 𝑗𝜑0], 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.  (15) 

Вычисляя преобразование Фурье сигнала (15), 

получаем, что спектральная плотность 

комплексной огибающей 𝑣̇(𝑡) составляет 

𝑉̇𝑖(𝑓) = 𝑈0𝑇
𝑠𝑖𝑛 𝜋 [𝑓𝑇 − (2𝑖 − 1 − 𝑀)𝛽/2]

𝜋[𝑓𝑇 − (2𝑖 − 1 − 𝑀)𝛽/2]
× 

× 𝑒𝑥𝑝{−𝑗𝜋[𝑓𝑇 − (2𝑖 − 1 − 𝑀)𝛽/2] + 𝑗𝜑0}.  (16) 

При постоянной величине мгновенной 

начальной фазы 𝜑0 и целых значениях индекса 

модуляции β элементы (1) образуют когерентную 

последовательность МЧМ сигналов с непрерывной 

фазой и без памяти. Подставляя (16) в (14) и полагая 

𝑝𝑖 = 1/𝑀, i = 1, 2, …, M, получаем формулу для 

СПМ 𝑅𝑣̇(𝑓) комплексной огибающей 𝑣̇(𝑡), которая 

с учетом соотношения [4] 𝑅МЧМ
+ (𝑓) =

1

2
𝑅𝑣̇(𝑓 − 𝑓0) 

приводит к следующему выражению для 

односторонней СПМ сигнала с МЧМ при целых 

значениях β: 

𝑅МЧМ
+ (𝑓) =

𝑈0
2

2𝑀2
∑ 𝛿[𝑓 − 𝑓0 − (2𝑖 − 1 − 𝑀)𝛽/(2𝑇)]

𝑀

𝑖=1

+ 

+
𝑈0

2𝑇

2𝑀2
(𝑀 − 1) ∑ 𝑆𝑖

2(𝑓)

𝑀

𝑖=1

− 

−
𝑈0

2𝑇

𝑀2
∑ ∑ 𝑆𝑖(𝑓)𝑆𝑘(𝑓) 𝑐𝑜𝑠[(𝑖 − 𝑘)𝜋𝛽]𝑀

𝑘=1
𝑀
𝑖=1
𝑖<𝑘

,  (17) 

где 𝑆𝑖(𝑓) задается равенством (10). 

При M = 2 и β = 1 формула (17) с учетом (10) 

сводится к известному выражению для СПМ 

сигнала с двоичной частотной манипуляцией Сунде 

[4]. 

Построенные по формулам (9)–(13) и (17) 

графики нормированных (безразмерных) 

односторонних СПМ сигнала с МЧМ при M = 4 и 

различных значениях β показаны на рис. 2. Расчеты 

показывают, что при целых значениях β 

непрерывные части СПМ, рассчитанные по 

известным формулам (9)–(13) и предложенной 

формуле (17) совпадают. 
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Рис. 2. Односторонние СПМ сигнала с МЧМ при M = 4 и различных β 

 


