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АННОТАЦИЯ. 

На стадии проектирования новых машин и конструкций необходимо учитывать случаи, когда в от-

дельных узлах машин и конструкций могут возникнуть трещины. Это особенно проявляется в деталях 

новой техники, в которых наибольшее применение находят высокопрочные конструкционные материалы, 

имеющих периодическую структуру (композиты), и склонные к хрупкому разрушению. Их работоспособ-

ность в значительной степени определяется уровнем концентрации напряжений на контурах раздела раз-

личных сред. 

ABSTRACT. 

At the design stage of new machines and structures, it is necessary to take into account cases when cracks 

may occur in individual nodes of machines and structures. This is especially evident in the details of the new 

technology, in which high-strength structural materials with a periodic structure (composites) and prone to brittle 

fracture are most used. Their performance is largely determined by the level of stress concentration at the separa-

tion circuits of various media. 

Keywords: doubly periodic lattice, mean stresses, boundary conditions, longitudinal shift, linear algebraic 

equations, singular equations. 

 

Постановка задачи. Пусть имеется изотроп-

ная упругая плоскость, ослабленная двояко перио-

дической системой круговых отверстий, имеющих 

радиусы    1  и центры в точках  

𝑃𝑚𝑛 = 𝑚𝜔1 + 𝑛𝜔2;  (𝑚, 𝑛 = 0, ±1, ±2, … … ),  
𝜔1 = 2; 𝜔2 = 𝜔1 ∙ ℎ𝑒𝑖∝;  ℎ > 0;  𝐼𝑚𝜔2 > 0. 
Круговые отверстия плоскости заполнены 

шайбами без натяга из ортотропного упругого ма-

териала, поверхность которых равномерно покрыта 

однородной цилиндрической пленкой. Кроме того, 

считается, что упругая плоскость ослаблена двумя 

двоякопериодическими системами прямолинейных 

когезионных трещин, берега которых вне концевых 

зон свободны от внешних усилий. Рассматриваемая 

плоскость подвергнута сдвигу усилиями 
 yy 

, 0x  (сдвиг на бесконечности) (рис. 1).  

При действии внешней нагрузки на составное 

тело в связях, соединяющие берега концевых зон 

пред разрушения возникают касательные усилия 

 xqy
 и  yqx

 соответственно. Эти напряжения 

заранее неизвестны и подлежат определению в про-

цессе решения краевой задачи механики разруше-

ния [4].  

 

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи о взаимодействии периодической системы инородных включений  

и когезионных трещин при продольном сдвиге 
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Выражая напряжения и смещение w через аналитическую функцию  
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(где   – постоянная материала среды; 1i ), краевые условия поставленной задачи запишем 

в виде [1]  
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где 𝜏 = 𝜆𝑒𝑖𝜃 + 𝑚𝜔1 + 𝑛𝜔2;  𝑚, 𝑛 = 0, ±1, ±2, . . . 𝜏1 = (𝜆 − ℎ)𝑒𝑖𝜃 + 𝑚𝜔1 + 𝑛𝜔2 h – толщина покрытия; 

t и t1 – аффиксы точек берегов трещин, направленных по осям абсцисс и ординат, соответственно. Вели-

чины, относящиеся к покрытию, шайбе и плоскости, в дальнейшем обозначаются соответственно индек-

сами t, b и s [6]: 
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Основные соотношения рассматриваемой задачи дополняются соотношениями, связывающими сдвиг бе-

регов зон пред разрушения (концевые зоны) и усилия в связях. Без потери общности эти соотношения предста-

вим в виде 

  )()(,)0,()0,( xqxqxCxwxw yy 
,   (4) 

  )()(,),0(),0( yqyqyCywyw xx 
.   (5) 

 

Здесь функции  )(, xqxC y
 и  )(, yqyC x

 представляют собой эффективные податливости свя-

зей;   ww  – сдвиг берегов зон трещин в плоскости. 

Решение краевой задачи. Решение краевой задачи ищем в виде [8] 

)()()()( 321 zfzfzfzfs  ,    (6) 

  









0

12

2
12k

k

kb
k

z
azf ,     






k

k

kt zbzf 12

2 ,  (7) 

   
  

 














0

222

2211
!12k

kk

ky
k

z
zFzf


 ,   (8) 

     dtztctgtg
i

zF
L

 
1

1
2






,    (9) 

    11113

2

)(
1

dtzitctgtg
i

zF
L

 





, 



Евразийский Союз Ученых (ЕСУ) # 4 (61), 2019 39 

 

где интегралы в (9) берутся по линиям     ,,,1  aaL       ,,,2 rbbrL   
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z
z ;  tg ,  11 tg  – искомые функции, характеризующие продоль-

ный сдвиг берегов трещин с концевыми зонами 
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К основным представлениям (6)–(9) добавляются дополнительные условия, вытекающие из физиче-

ского смысла задачи 
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Неизвестные функции )(xg  и )(1 yg , и коэффициенты 
ka2

, 
kb2

, 
k2  должны быть определены 

из краевых условий (1)–(3). Для составления уравнений относительно неизвестных коэффициентов преоб-

разуем краевое условие (2) к виду 

          








321211 fffff t

s

t
t

s

t 
















   (13) 

Относительно функций )(2 f  и )(3 f  будем считать, что они разлагаются на контуре    в 

ряды Фурье.  

Для вывода разрешающих уравнений подставим в граничные условия (1) – (2) вместо функций 

 zfb
,  zft

,  zf1
 их разложения в ряды Лорана в окрестности нулевой точки, а вместо  zf2

 и 

 zf3
 – ряды Фурье на контуре    и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 

 iexp  в обеих частях краевых условий, получим после некоторых преобразований совокупность бес-

конечных систем линейных алгебраических уравнений [5]: 
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Здесь  
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Требуя теперь, чтобы функции (6)–(9) удовлетворяли граничному условию на берегах когезионных 

трещин, получим систему двух сингулярных интегральных уравнения относительно  xg  и  yg1  
[4]: 
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Бесконечные алгебраические системы (14) совместно с сингулярными интегральными уравнениями 

(15)–(16) и соотношениями (4)–(5) являются основными разрешающими уравнениями задачи, позволяю-

щими определить  xg ,  yg1
 и коэффициенты 

ka2
, 

kb2
, 

k2 . Алгебраические системы (14) и инте-

гральные уравнения (15) – (16) оказались связанными и должны решаться совместно. После определения 

комплексных потенциалов  zfs
,  zfb

 и  zft
 можно найти напряженно–деформированное состоя-

ние кусочно–однородной среды. 

Воспользовавшись разложением функции )(zctg



 и )(zcth




 в основной полосе периодов, а 

также учитывая, что )()( xgxg  , )()( 11 ygyg   и применяя замену переменных, интегральные 

уравнения (15)–(16) приведем к стандартной форме. Использование квадратурных формул позволяет за-

менить основные разрешающие уравнения (15)–(16) двумя конечными алгебраическими уравнениями от-

носительно приближенных значений 
0
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К системам (17)–(18) необходимо добавить дополнительные условия (12), которые в дискретной 

форме принимают вид 
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Системы (17), (18), (19) являются связанными с бесконечными алгебраическими системами (14), в 

которых вместо коэффициентов 
kC2

 подставлено квадратурное соотношение. 

В правую часть полученных систем (17)–(18) входят неизвестные значения напряжений  myq  , 

 mxq   в узловых точках, принадлежащих концевым зонам соответствующих трещин. Неизвестные 

напряжения в связях  myq   и  mxq  , возникающие на берегах концевых зон L1 и L2 соответственно, 

определяются из дополнительных условий (4) – (5). Используя построенное решение, уравнения (4) – (5) 

представим в виде 
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Требуя выполнения условий (20) и (21) в узловых точках, принадлежащих концевым зонам 
1L  и 

2L  

соответственно, получим еще две системы из 
1M  и 

2M  уравнений каждая для определения значений, 
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22 ...,,2,1 Mm  ). При этом используется метод конеч-

ных разностей.  
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После определения значений 
0

k
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v
R  коэффициенты интенсивности напряжений 

IIIK  находятся 

на основании соотношений. 

В поставленной задаче для коэффициентов интенсивности напряжений ,III
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bK III
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 у вер-

шин трещина на концах x ; ax   и by  , ry   будем иметь следующие формулы 
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Используя полученное решение, на основании соотношений (22) имеем 
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Численные результаты и их анализ  
Для анализа предельного равновесия трещин с концевыми зонами необходимы два условия (двухпа-

раметрический критерий) разрушения. Первый критерий это условие продвижение вершины трещины, а 

второй это условие разрыва связей на краю концевой зоны. 

В качестве первого условия разрушения используем силовой критерий разрушения Ирвина. Состоя-

нию предельного равновесия вершины трещины соответствует выполнение условия  

cKK IIIIII        (24) 

где 
cK III

 – постоянная материала, определяемая опытным путем [143, 145]. 

В качестве второго условия разрушения используем критерий критического сдвига берегов трещины 

и считаем, что предельный сдвиг связей на краю концевой зоны (
  x  и aax  

 или 

  rry  и bby  
) происходит при выполнении условий 
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где 
cr  – трещин стойкость материала связующего, определяется опытным путем [4, 6]. 

Для заданных размеров трещин и концевых зон, используя предельные значения 
IIcK  и 

cr  можно 

выделить режимы равновесия и роста трещин при монотонном нагруженные. Если выполняются условия  

,IIIIII cKK    xV  и   ,IIIcyV   

то происходит продвижение вершины трещины с одновременным увеличением длины концевой зоны 

без разрыва связей. Этот этап развития трещин можно рассматривать, как процесс приспособляемости к 

заданному уровню внешних нагрузок.  

На основании полученных результатов на рис. 1 в случае жесткого включения при 3,0sv  постро-

ены графики зависимости критической нагрузки IIcxy K 

   от расстояния  aa  для 

обоих концов трещины, вдоль оси абсцисс (кривая 1 соответствует левому концу) при 3,0 . Штри-

ховой линией для сравнения показана зависимость 
  при отсутствии включений и покрытий (материал 

включения, покрытия и связующего одинаков) при той же геометрии трещин, вычисленная по описанной 

методике.  

На рис. 2 – 3 представлены графики зависимости предельной нагрузки 
  от длины трещины. При 

расчетах было принято 25sb  ; 50tb  . 

 

Рис. 2. Зависимости критической нагрузки IIcxy K 

   от расстояния  aa  для 

обоих концов трещины 

 

Как видно, при некоторых значениях радиуса отверстия   возможно устойчивое развитие системы 

трещин (их взаимное упрочнение). Проведенный параметрический анализ задачи показал, что концентра-

ция напряжений около включений в связующем оказывает существенное влияние на развитие очень малых 

трещин. С ростом длины трещин с концевыми зонами это влияние затухает и уже при    и 

 r  им можно пренебречь, однако при этом начинается сказываться взаимодействие трещин. В 

зависимости от геометрических и физических параметров задачи наблюдается устойчивое развитие тре-

щин с концевыми зонами. 
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Рис. 3. Зависимости предельной нагрузки 
a

  от длины трещины 

 

Рис. 4. Зависимости предельной нагрузки 

  от длины трещины 

 

Наличие гибкого включения повышает коэф-

фициент интенсивности напряжений, тогда как 

жесткие включения по сравнению с материалом 

связующего уменьшают его. Влияние включения 

особенно эффективно сказывается на близко распо-

ложенную вершину трещины. 

Вывод. Модель трещины с концевыми зонами 

позволяет исследовать закономерности распреде-

ления усилий в связях при различных законах де-

формирования, проводить анализ предельного рав-

новесия трещин с учетом деформационного и сило-

вого критерий разрушения, а также прогнозировать 

критическую внешнюю нагрузку и трещин стой-

кость составного тела (композита). Можно так по-

добрать систему концентраторов (включений), что 

созданное ими поле напряжений будет тормозить 

развитие трещин в связующем. 
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АННОТАЦИЯ. 

Предложена новая физико-математическая модель конвекции Рэлея-Бенара в газо-паровой смеси кис-

лорода и циклогексана, где зависимость плотности от температуры имеет максимум. Выполнен линейный 

анализ устойчивости, аналитически исследованы два предельных случая, когда параметр инверсии стре-

мится к своим предельным значениям. Получены формулы для инкремента нарастания и затухания, 

нейтральной кривой и границы области неустойчивости на волновой плоскости.  

ABSTRACT. 

A new physico-mathematical model of Rayleigh-Benard convection in a gas-vapor oxygen-cyclohexane mix-

ture has been proposed, where the density dependence on temperature has a maximum. A linear stability analysis 

was performed, two limiting cases were analyzed analytically, when the inversion parameter tends to its limiting 

values. Formulas for the growth and decay increment, the neutral curve and the boundary of the instability region 

on the wave plane are obtained. 

Ключевые слова: конвекция Рэлея-Бенара, число Рэлея, число Прандтля, линейная теория, инкре-

мент. 

Keywords: Rayleigh-Benard convection, Rayleigh number, Prandtl number, linear theory, increment. 

 

Введение 

Конвекция в среде с монотонной зависимо-

стью плотности от температуры хорошо изучена и 

описана [1,2]. Но в природе и огромном числе прак-

тически важных приложений, например, при транс-

портировке углеводородов по трубопроводам, кон-

векции холодной воды при таянии ледников [3-7], 

инертных и реагирующих газо-паровых смесей в 

химических реакторах и технологических установ-

ках, плотность конвектирующей среды есть немо-

нотонная и нелинейная функция температуры с 

максимумом при определенном ее (критическом) 

значении. Наибольшую сложность, теоретический 

и практический интерес представляет собой иссле-

дование характеристик конвекции в окрестности 

точки максимума плотности [6,7].  

В работе [8] рассматривалась конвекция хими-

чески инертной газо-паровой смеси кислорода и 
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