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АННОТАЦИЯ. 
В работе введены дискретно-выпуклое множество, дискретно-выпуклая функция и изучен ряд их 

свойств. В работе получены критерии дис-кретно-выпуклости функций. 

ANNOTATION. 

In this paper we introduce the notions of a discretely convex set, a discretely convex function and we study 

some their properties. Criteria for discrete convexity of functions are obtained. 
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Keywords: discretely convex set, discrete function, convex function. 

 

 1. Дискретно-выпуклая функция 
Дискретная функция, как частный случай функций, отдельно немало изучена. Но ряд понятие, напри-

мер выпуклость для дискретных функций не изучены. Дело в том, что область определения выпуклых 

функций выпуклое множество, а область определения дискретных функций не выпуклое множес-тво. В 

работах [1] и [2] в конечномерном пространстве введены дискретно-выпуклое множество, дискретно-вы-

пуклая функция и изучен ряд их свойств. В данной работе в пространстве 
R  рассматриваются дис-

кретно-выпуклое мно-жество, дискретно-выпуклая функция и изучен ряд их свойств.  

Пусть 
R  множество всевозможных числовых последовательностей ),x,,x(x k1  (см.[3]). 

Через Z  обозначим множество целых чисел. Положим   ZZZ . 

Определение 1. Если 
 RC  выпуклое множество, то множество 

ZC  назовем дискретно-вы-

пуклым множеством в 
Z . 

Считаем, что пустое множество дискретно-выпуклое множество. 

Определение 2. Если 
 RC  выпуклое множество, ,ZCB    RC:f   выпуклая функция, 

то функцию RB:f   назовем дискретно-выпуклой функцией. Через coB  обозначим выпуклую обо-

лочку множества 
 RB (см.[4],[5]). 

Лемма 1. Множество 
 ZB  дискретно-выпукло, тогда и только тогда, когда 

 ZcoBB  . 

Доказательство. Если 
 ZcoBB  , то по определению имеем, что B  дискретно-выпуклое мно-

жество в 
Z  

Обратно, если B  дискретно-выпуклое множество в 
Z , то существуют выпуклое множество 

 RC  такое, что 
 ZCB  . Так как CB  и 

 ZB , то имеем, что 

,ZBZCZcoB    т.е. .ZBZcoB    Очевидно, что .ZcoBZB    Тогда 

имеем, что ,ZcoBZBB     т.е. 
 ZcoBB  . Лемма доказана. 

Если 
Rx,x 21 , то обозначим ]}1,0[,x)1(xx:Rx{]x,x[ 2121  

. 

Лемма 2. Множество 
 ZB  дискретно-выпукло, тогда и только тогда, когда из coBx,x

21
  сле-

дует, что BZ]x,x[ 21  . 

Доказательство. Если B  дискретно-выпуклое множество в 
Z , то по лемме 1 имеем, что 

 ZcoBB  . Пусть .coBx,x
21
 Так как ,Bco]x,x[

21
  то имеем, что 

.BZBcoZ]x,x[ 21     Отсюда следует, что .BZ]x,x[ 21    
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Обратно пусть из coBx,x
21
  следует, что BZ]x,x[ 21  . Тогда из 

 ZcoBz   имеем, 

что Bz , т.е. .BZcoB  Так как 
 ZB , то имеем .ZBZcoB    Так как 

,ZcoBZB    то имеем, что 
  ZcoBZBB  . Лемма доказана. 

Лемма 3. Множество 
 ZB  дискретно-выпукло, тогда и только тогда, когда из 
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k1
 , 
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.zz Так как 

Zz , то имеем, что 



k

1i
ii .Bzz  Поэтому BZcoB  . Так как 

 ZB , 

то имеем 
  ZBZcoB  . Ясно, что .ZcoBZB     Тогда имеем, что 

.ZcoBZBB    Лемма доказана. 

Если B  дискретное множество в 
Z  и ,RB:f   то положим  
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при Bcox . 

Лемма 4. Если 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, то RB:f   дискретно выпуклая функ-

ция, тогда и только тогда, когда )x)(fconv()x(f   при Bx . 

Доказательство. Пусть RB:f   дискретно-выпуклая функция. Тогда по определению дискретно-

выпуклой функции существует выпуклая функция RcoB:g   такая, что )x(f)x(g   при Bx . По 

определению )x)(fconv(  имеем, что )x(f)x)(fconv()x(g   при Bx . Отсюда следует, что 

)x)(fconv()x(f   при Bx . 

Обратно, если )x)(fconv()x(f   при Bx , то по определению имеем, что RB:f   дискретно-

выпуклая функция. Лемма доказана. 

Теорема 1. Если 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, то функция RB:f   дискретно-выпук-

лая функция, в том и только в том случае, когда 
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,Bx где Nk . 

Доказательство. Пусть RB:f   дискретно-выпуклая функция. Тогда по лемме 4 имеем, что 

)x)(fconv()x(f   при .Bx  Так как для любого ,Bx,,x k1   



k

1i
ii 1,0  выполняется не-

равенство 

),)(())((
11
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i xfconvxfconv 


   

то отсюда следует  
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Докажем обратное утверждение. Пусть .Bx  Возьмем  
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Поэтому имеем, что  
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при Bx . Так как )x(f)x)(fconv(  , то имеем, что )x)(fconv()x(f   при .Bx  Тогда из 

леммы 4 имеем, что RB:f   дискретно-выпуклая функция. Теорема доказана. 

Пусть 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, RB:f   дискретно-выпуклая функция. Тогда по 

определению RBco:fconv   выпуклая функция. Поэтому 

 

))()(1())(())1()(( yfconvxfconvyxfconv    

 

при ]1,0[ , .Bcoy,x   Отсюда следует, что 

 

)()1()())1(( yfxfyxf    

 

при ]1,0[ , ,By,x   .By)1(x   

Определение 3. Если 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, RBco:fconv   строго выпук-

лая функция и )x)(fconv()x(f   при ,Bx  то функцию RB:f   назовем строго дискретно-вы-

пуклой функцией. 

Если 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, RB:)f(   дискретно-выпуклая функция, то 

функцию RB:f   назовем дискретно-вогнутой. 

 Если 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, ,BD  B),0,1,0,,0(D    

 и B),0,1,0,,0(D    при всех ),10,0,,0(,),,0,0,1(   n -единичных векторов, где 

Nn , то множество D  назовем n дискретно-открытым подмножеством множества B . 

 Если ,RB:f   ),,x,x,,x(x 1nn1    B),x,x,,x,1x,x,,x(x 1nn1ii1i1     

при ,n,,2,1i   Nn , то положим  

 

),,x,x,,x(f),x,x,,x,1x,x,,x(f)x(f)n( 1nn11nn1ii1i1i  

   

),,x,x,,x(f),x,x,,x,1x,x,,x(f)x(f)n( 1nn11nn1ii1i1i  

   

 

при ,n,,2,1i   Nn , 

),,0),x(f)n(,),x(f)n(()x(f)n( n1     

).,0),x(f)n(,),x(f)n(()x(f)n( n1     

Теорема 2. Пусть 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, BD  n - дискретно открыто выпук-

лое подмножество множества B , где ,Nn  и дискретная функция RB:f   удовлетворяет условию 

 xy),x(f)n()x(f)y(f  
    (2) 
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Теорема доказана. 

Если 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, BD  n-дискретно открыто выпуклое подмноже-

ство множества B  и дискретная функция RB:f   удовлетворяет условию (2) при ,Dy,x   то из 

теоремы 2 следует, что RD:f   дискретно выпуклая функция.  

Следствие 1. Пусть 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, BD  n дискретно открыто вы-

пуклое подмножество множества B  и дискретная функция RB:f   удовлетворяет условию 

 

xyxfnxfyf   ),()()()(  

при ,Dy,x   то  

)()()( 22112211 xfxfxxf    

 

при 1,0,0,Dx,x
212121
  и Dxxx

2211
 . 

Следствие 2. Пусть 
 ZD дискретно-выпуклое множество и существует Nn  такое, что дис-

кретная функция RZ:f 
 удовлетворяет условию xy),x(f)n()x(f)y(f  

 при 

,Dy,x   то )x(f)x(f i
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k
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k
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 2. Некоторые свойства дискретно-выпуклой функции  

 Пусть 
 ZC  дискретно-выпуклое множество и ZC:f  . 

 Лемма 5. Если ,ZCi

 ,Ii  дискретно-выпуклые множества, то 
Ii

iCC


  дискретно-выпуклое 

множество. 
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  По лемме 3 по-

лучим, что C  дискретно-выпуклое множество. Лемма доказана. 

 Теорема 3. Если ,m,,1s),x(fs   дискретно-выпуклые функции на дискретно-выпуклом множе-

стве C , то )x(f)x(f)x(f m1    дискретно-выпуклая функция на множестве C . 

 Доказательство. По лемме 3 sf  дискретно-выпуклая функция на множестве C  в том и только в том 
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 Второе доказательство. Так как ,RC:fs  ,m,,1s   дискретно-выпуклые функции, то по 
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Теорема доказана. 
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Отметим, что если 
 ZB  дискретно-выпуклое множество, RB:f   дис-кретно-выпуклая функ-

ция и 0  число, то RB:f   дискретно-выпуклая функция. 

 Лемма 6. Если функция )x(f  дискретно-выпуклая функция на дискретно- выпуклом множестве C

, то })x(f:Cx{   дискретно-выпуклое множество. 
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 3. Целочисленная дискретно-выпуклая функция  

 Если ,ZZ:f 

   где },{ZZ    то положим })x(f:ZZ),x{(fzep  
. 

 Если fzep  -дискретно-выпуклое множество в ZZ 
, то функцию f  назовем целочисленной дис-

кретно-выпуклой функцией. 

 По лемме 1 fzep  -целочисленно дискретно-выпуклое множество в ZZ 
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имеем, что })x(f:ZC),x{(})x(f:ZZ),x{(fzep CCC  
. Поэтому, если 

Cfzep  дискретно-выпуклое множество в ,ZZ 
то функцию ZC:f   назовем целочисленной дис-

кретно-выпуклой функцией. 

 Если ,RR:g 

   где },{RR    то положим  })x(g:RR),x{(gep  
, 

})x(g:ZZ),x{(gzep  
.  

 Лемма 7. Если ,RR:g 

   то ).ZZ(gepgzep    

 Доказательство. Если gzep),x(  , то ZZ),x(  
 и )x(g . Поэтому 

ZZ),x(  
 и gep),x(  . Отсюда имеем )ZZ(gep),x(   . Получим, что 

)ZZ(gepgzep   . Обратно, если )ZZ(gep),x(   , то ZZ),x(  
 и 
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gep),x(  . Поэтому ,gzep),x(  т.е. .gzep)ZZ(gep   Тогда имеем, что 

).ZZ(gepgzep    Лемма доказана. 

 Теорема 5. Если ZZ:g 
 дискретно-выпуклая функция, то ZZ:g 

 целочисленная дис-

кретно-выпуклая функция. 

 Доказательство. Из теоремы 1 следует, что функция ZZ:g 
 дискретно- выпуклая функция, в 

том и только в том случае, когда 

 )()(
11

i

k

i

ii

k

i

i xgxg 


       (4)  

при 


 
k

1i
iik1 1,0,Zx,,x   и 
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1i
ii ,Zx где Nk .  

 Пусть 
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1i
ii ,1,0  ,gzep),x(,),x( kk11    



 
k

1i
iii .Nk),ZZ(),x(  Так как 

ii )x(g   при k,,1i  , то из (4) следует, что 



k

1i
ii

k

1i
ii )x(g , т.е. 




k

1i
iii gzep),x(  

при 



k

1i
ii ,1,0 ,gzep),x(,),x( kk11    



 
k

1i
iii .Nk),ZZ(),x(  Тогда из 

леммы 3 имеем, что ZZ:g 
 целочисленная дискретно-выпуклая функция. Теорема доказана. 

 Если 

 RR:g  выпуклая функция, то gep  выпуклое множество. Так как gepgzep  , то 

).ZZ(gepgzep    

 Лемма 8. Если ZZ:g 
 дискретно-выпуклая функция, то ).ZZ()gconv(epgzep    

 Доказательство. Пусть gzep),z(  . Тогда )ZZ(),z(  
 и )z(g . Так как 



  ZZ:g  дискретно-выпуклая функция, то по лемме 4 имеем, что )z(g)z)(gconv(   при .Zz   

Поэтому )ZZ(),z(  
 и )z)(gconv( . Отсюда следует, что )ZZ()gconv(ep),z(   , 

т.е. ).ZZ()gconv(epgzep    

 Обратно, если )ZZ()gconv(ep),z(   , то )gconv(ep),z(   и )ZZ(),z(  
. 

Поэтому )ZZ(),z(  
 и )z)(gconv( . Так как )z(g)z)(gconv(   при 

Zz , то 

)ZZ(),z(  
 и )z(g . Имеем, что gzep),z(  , т.е. gzep)ZZ()gconv(ep  . 

Лемма доказана. 

 Лемма 9. Если ZZ:g 
 дискретная функция, ZZ:)gconv( 

 и 

),ZZ()gconv(epgzep    то ZZ:g 
 дискретно-выпуклая функция. 

 Доказательство. Ясно, что )z(g)z)(gconv(   при 
Zz .  

 По условию ).ZZ()gconv(epgzep    Так как 
Z)z)(gconv(  при 

Zz , то отсюда 

имеем, что .gzep))z)(gconv(,z(   Тогда получим, что )z)(gconv()z(g   при 
Zz . Поэтому 

имеем, что )z(g)z)(gconv(   при .Zz   Тогда из леммы 4 следует, что ZZ:g 
 дискретно-вы-

пуклая функция. Лемма доказана. 

 Результаты, полученные в 
Z  для дискретно-выпуклой функции и дискретно-выпуклого множества, 

также верны для дискретно-выпуклой функции и дискретно-выпуклого множества в 
nZ , где Nn . 

 В заключение автор выражает глубокую благодарность профессору М. А.Садыгову за постановку 

задачи и полезные консультации. 
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